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cAPiTULO 1

Matrices

1.1. Matrices

DEFINICION 1.1. Una matriz A de nimeros con n filas y m columnas es un arreglo rectangular de
nm numeros reales de la forma

ai1 12 - Q1m

a a “ee a
A= ?1 ?2 2m

Gn1 Gp2 *° (Anm

En tal caso, se dice que la matriz A es de tamano n x m. El conjunto de matrices reales de tamano
n xm se denota M(n,m;R). Para i€ {1,....n} y j€{1,...,m}, el nlimero real de la matriz A que
se encuentra en la fila ¢ y columna j se escribe a;;. Para referirse a la matriz A es usual usar la
notacién A = (a;j)nxm, 0 simplemente A = (a;;) si el tamano de la matriz no es ambiguo.

1.2 T1iPOS DE MATRICES

I Matrices Columna: son las matrices que sélamente tienen una columna, también se les conoce
como vectores columna. El conjunto de matrices columna de tamafio n es M(n,1;R).

I Matrices Fila: estas matrices estan formadas por una sola fila, y se les conoce también como
vectores fila. El conjunto de matrices fila de tamafio m es M (1;m;R).

I Matriz Nula: La dnica matriz de M (n,m;R) con todas sus entradas iguales a 0, se le llama
matriz nula. Se denota 0,,x.,, 6 0.

I Matriz Cuadrada: Se dice de la matriz que tiene igual cantidad de filas y columnas. El conjunto
de matrices cuadradas de n filas y n columnas se escribe M (n;R).

I Matrices Diagonales: Son las matrices D = (d;;) € M (n;R) que satisfacen que d;; =0 si ¢ # j.

I Matriz Identidad: En el conjunto M (n;R), a la inica matriz diagonal con exclusivamente 1’s
en su diagonal se le llama matriz identidad de tamano n. Es denotada I,, o simplemente I.

I Matriz Triangular Superior: Se dice de la matriz P = (p;;) € M(n;R) que sélo tiene ceros
bajo su diagonal, es decir que satisface p;; =0 si i > j.
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I Matriz Triangular Inferior: Se dice de la matriz @ = (g;;) € M(n;R) que sélo tiene ceros
sobre su diagonal, es decir que satisface ¢;; = 0 si i < j.

I Matriz Simétrica: A = (a;;) € M(n;R) se llama simétrica si a;; = aj;, paratodod,j € {1,...,n}.
En otras palabras, la entrada en la fila ¢ y columna j de A es igual a la entrada en la fila j y columna
i.

I Matriz Antisimétrica: B = (b;;) € M(n;R) se llama antisimétrica si b;; = —bj;, para todo
i,7 € {1,...,n}. La condicién implica que los elementos de la diagonal son todos 0.

1.2. Algebra de Matrices

DEFINICION 1.3 (Igualdad de matrices). Sean A, B e M(n,m;R). Se dice que A = (aij)nxm ¥
B = (bij)nxm son iguales si y sélo si entrada por entrada son iguales, es decir, a;; = b;;, para todo
te{l,...,n} yje{l,...,m}.

DEFINICION 1.4 (Producto de una matriz por un escalar). Para todo A = (ai;)nxm € M(n,m;R) y
a € R, se define la matriz A = (¢ij)nxm € M(n,m;R) como ¢;j = aa;;. Si a = -1 la matriz -1A4 se
escribe —A.

PROPOSICION 1.5. Para A€ M(n,m;R) y a, 3 € R, el producto por un escalar satisface:
(1) 1A= A. (11) 0A = Opsern. () a(BA) = (ap)A.

DEFINICION 1.6 (Suma de matrices). Sean A, B € M(n,m;R). La suma de A = (ai;j)nxm ¥ B =
(bij ) nxm se define como la matriz A + B = (¢;j)nxm € M(n,m;R) tal que ¢;; = a;; + bs;.

PROPOSICION 1.7. Si A,B,C € M(n,m;R) y a, 3 € R, entonces las suma de matrices verifica que:

() A+B=B+A (v) A+ (-A) = 0pxm

(m (A+B)+C=A+(B+C) (V) a(A+B)=aA+aB

(1) A+0Opxm =A (vi) (a+B)A=aA+ A
DEFINICION 1.8. Sean Aj,..., A, € M(n,m;R). Una combinacion lineal de las matrices Aq,..., A,
es cualquier matriz de la forma a1 A1 + -+ + o, A, donde aq,...,q, € R.

DEFINICION 1.9 (Matriz transpuesta). Sea A € M (n,m;R). La matriz transpuesta de A = (a;; ) nxm.,
denotada A" = (¢;;)mxn, s una matriz de M (m,n;R) que satisface ¢;; = a;;.

OBSERVACION 1.10. Note que si v es un vector fila entonces v? es un vector columna y que si w es
un vector columna entonces w’ es un vector fila.

OBSERVACION 1.11. Si A es una matriz con cantidades de filas y columnas diferentes entonces la
suma A + A? no esté definida, ya que son matrices de diferente talla. Tal imposibilidad desaparece
en las matrices cuadradas.

PROPOSICION 1.12. Para A, B € M(n,m;R) y a € R, la transpuesta cumple con lo siguiente:

(1) (A" = A. (1) (A+aB)! = A +aBt.

. t
DEFINICION 1.13 (Producto escalar). Sean v = (vn ’Uln) un vector filay w = (wn wm)
un vector columna, ambos con la misma cantidad de entradas. Se define el producto escalar de v
y w como el nimero real v-w que se obtiene de la siguiente forma

w11
Vew = (1}11 Uln)‘ =V11W11 + V12W21 +* + V1pWn1
Wn1
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PROPOSICION 1.14. Sean v,v1,vs € M(1,n;R) vectores fila, w, w1, ws € M(n,1;R) vectores colum-
na y a € R. El producto escalar satisface las siguientes propiedades:
(1) v-w=w"-v" (111) v - (w1 +wa) =v-wy +v - ws.

(1) (aw) - w=v-(aw)=a(v-w). (v) (v1 +v2) - w=v-w+vg - w.

DEFINICION 1.15 (Producto de matrices). Sean A = (ajj)nxp € M(n,p;R) y B = (bij)pxm €
M (p,m;R). La matriz AB = (¢;j)nxm, llamada producto de A y B, es una matriz en M(n,m;R)
tal que cada una de sus entradas c;; esta dada por el siguiente producto escalar:

¢ij = (Fila i de A) - (Columna j de B)
OBSERVACION 1.16. Explicitamente, la férmula para la entrada c;; del producto AB es:

by,

J

Cij = (aﬂ a,-p) . :ailblj +~~-+aipbpj
b,
I

COMENTARIO 1.17. El producto de matrices no siempre es conmutativo, es decir, en general AB #
BA.

PROPOSICION 1.18. El producto de matrices, siempre que esté definido, cumple con:

(1) A(BC)=(AB)C (v) a(AB) = (aA)B = A(aB).
(n) A(B+C)=AB+ AC (Vi) (AB)! = B'A".

(m) (A+B)C =AC + BC (vi1) AB +aA = A(B +al).
(v) I,A=A=AL,. (vi)AB+ 8B = (A+BI)B.

COMENTARIO 1.19. Sea C € M(1,n;R) y Ae M(n,m;R). Si fi,..., fn son las filas de A entonces

ayp -t Aim
CA= (011 Cln) = Cllfl +oee +Clnfn

Gn1 = Qpm

Indicando que el producto CA € M(1,m;R) se puede interpretar como el vector fila que es resul-
tado de la combinacién lineal de las filas de A, usando las entradas de C' como coeficientes. Asi, el
resultado de un producto de matrices BA, donde B € M(q,n;R), se puede ver como el recuento
de hacer combinaciones lineales con las filas de A, una combinacién por cada fila de B.

En la situacién reflejo, es decir, cuando D € M(m,1;R) y c¢1,..., ¢y, son las columnas de A, se
tiene:
a1t Qim di
AD=| : : i =ducr+ -+ dmicnm
Qpl - Anm dml

Esto dice que el resultado es una combinacién lineal de las columnas de A. Cuando se tiene un
producto AB, con B € M(m,r;R), el resultado serfa un recuento de combinaciones lineales de
columnas de A, determinadas por las columnas de B.
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1.3. Referencias Utiles

Para estudiar la materia
I Del libro [ACG14], secciones: 2.1, 2.2, 2.3, 2.4.
I Del libro [GF12], secciones: 2.1, 2.2.

Ejercicios recomendados

I Del libro [ACG14], seccién 2.8 Ejercicios: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 44 y 46.
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1.4. Ejercicios Matrices

1.1. En cada caso escriba la matriz especificada e indique que con cuéles tipos de la definicién 1.2
encaja.

(a) A= (ai;)axs tal que a; ;= (-1)". (b) A =(a;;)3x4 tal que a; ; = (1),

(¢) A=(a;;)axo tal que a; ;= (-1)" (d) B =(bi;)sxs tal que b; ; =2i+j — 1.

(€) B =(bij)axa tal que b; ; =i - j. (f) C=(cij)sxs tal que ¢; ;= (5 -1)(5 - 3)i.

(8) D =(cij)axa tal que d;; = (i-1)(:-2)- (h) D = (c;j)2x2 tal que ¢;; = (2 -1)(a(2 -
(i-4)(G -1 -4). F)+0(i-1))+(i-1)(c(2-7) +d(j - 1)).

1.2. Escriba una versién para matrices 3 x 3 de la parte (h) del ejercicio 1.1.

-3 -1 0 2 -1 -2 5 3 6
1.3. Realice los siguientes calculospara A=|-5 -4 -2|B=|-2 -1 -5|,yC=|-6 -7 -2

1 1 -5 8 -5 -8 8 3 -2
(a) 24+B-2C (b) 2(A-B)+3C
(c) At+2(B+0C)t (d) (A+B+D)'-(B+C+1)!

1.4. En cada caso escriba dos ejemplos de matrices que cumplan con la condicién respectiva.
(a) A= (aij)gxg, tal que a;; = 0sii= j (b) C= (Cij)3><4 tal que C;; = —Ciy1,5-
(C) C = (Cij)gxg tal que C11C22 = C12C21 + 1. (d) E= (eij)3x3) tal que e1; + €25 + €35 = ]l

2 sii>j

(e) B = (bij)2><4 tal que bij = { (f) D = (dij)3x4 tal que dij = { St %j

3 sit <j i+1,5+1 sig :j

1.5. Muestre cada una de las siguientes propiedades del algebra de matrices.

(a) A es simétrica si y sélo si A" = A. (b) «a(A+B)=aA+aB, donde a€R.
(c) A(B+C)=AB+AC. (d) (A+B)'=A"'+B"

9 4 -9

2 -1 x
@ A(3)+3A(o) o A(y)”
2 1 z

1 T
(c) (A—x])(l) (d) (x y x)A(y)

6 9 2
1.6. Haga los céalculos en cada caso con A = (0 -9 7 )

1

1.7. Calcule las siguientes potencias de matrices.
6 z 0 0\
21 . 27
cos(ZF) -—sin(=F
3 0 0
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1.8. Realize los siguientes cédlculos.

11 1 2
(a) AB—BA,dondeA:(1 1)yB:(3 4).

(b) A3B*+ A*B°-2A4°BS, dondeA:(_?’l _26)yB:(? ;l)
00 0 200
(c) 24+B)'-(2B-A)!+A% conA=|1 a b|,B=[0 1 0
010 0 0 1
00 0
(d) (I+A+A?)(I-A),donde A=|1 0 0.
010

1.9. En cada caso determine las incognitas.

@ (60 o (3R
(c) (= y)(_o1 (1)):(9 1) (d) (z vy z)(i i —:1 =(6 12 12)
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1.5. Soluciones Matrices

1.1. R/

@ (317) ) (21 171) © (1) @ (i3¢)
1913 6 (939 0000 b (ab

@ (1755 m (849) @ (H140) ) (2h)

b
1.2. R/ Si A = (a;;) = (gzz) entonces para todo 4,j € {1,2,3} se tiene que: a;; = %(2 -1)(3 - i)(%a(Q -
g

NE=§) +b(G - 1B -5) +Le(G- 1) -2) +(-1)B-i)(2d2-HB-j) +e(G-1DB-) +17G - 1) -2)
+1(-1)(-2)(39(2-5)B=5) +h(G-1)(B-3) + 1k - 1)(j - 2)).

1.3. R/

@ (9357 ®) (Z27) © (% 20-3s) @ (¢5%¢)
1.4. R/

@ (94D v(932) M) (paa)y(8239) @ () v(L2)
@ (3'%)y (37 ) @ Gy @ (5198) v (3389)

1.5. R/ Se toma A = (a;,j) y B =(b;,;).

(a) A= Atsiysolosia;;=aj,; paratodo i,j, que es la definicién de ser simétrica.

(b) Tome a(A+ B) = (ci;) y aA+aB=(d; ;). Ahora ¢; j = aa; j +b; ;) = aa; j + ab; j = d; j para todo i,7,
por lo tanto a(A + B) = aA + aB.

(C) Tome A(B + C) = (ll’J) y AB+ AC = (T'i,j)-

. t
Entonces se tiene que li’j = (am aiﬂm) . (blﬁj +c1,5 o bmyj +Cm’]') = aiyl(bl,j + Clyj) + o+
@im (bm,j +Cm,5) = (@3,101,5 + ai,1e1,5) + -+ (@i,mbm,j + ai;mEm,j) = (ai,1b1,5 + -+ @imbm ;) + (ai,101,5 +
t t
st @imemyg) = (a1 aim) (b bmg) (@i aim) (e emyg) =7y, lo que

muestra la igualdad.

(d) Laentrada (i,j) de (A+B)? es la entrada (j,4) de A+ B, es decir, a; ; +b; ;, y esta es justamente la entrada
(i,7) de At + Bt.

1.6. R/
(@) (s18-12) ® (o) (© (%3) (d)  82% + 200y - 9y
1.7. R/
@ (59) (b) (””o 533)
0 0 2%

1.8. R/
(@ (5%) (®) (§9)

—a/b 3 0 100
@ (7 o) @ (839
1.9. R/
@ (3)=(7F) ® (v)-(2) () (vv)=(1-9) (d) (#v=)=(912)
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CAPITULO 2

Sistemas de Ecuaciones Lineales

2.1. Sistemas Lineales

DEFINICION 2.1. Sean x1,%,...,%,, variables de nimeros reales. Una combinacion lineal de las
variables x1,Zo,. .., T, es una expresion de la forma aiz1 +asxs + -+ @ Ty, donde aq, ..., a,, € R.
Una ecuacion lineal en las variables x1,x2,...,T, es una ecuacién de la forma a1xy + aszs + -+ +
amTm = b, donde b,aq,...,a,, € R. Una solucion de una ecuacion lineal a1x1+asTs+-++ ATy = b,
es una m-tupla de nimeros reales (s1, ..., S, ) tal que al hacer las sutituciones 1 = s1,..., Ty = Sm,
la igualdad a1s1 + agss + - + am Sy, = b es satisfecha.

DEFINICION 2.2 (Sistema de ecuaciones lineales). Un sistema de ecuaciones lineales de tamano
nxm es un conjunto de n ecuaciones lineales en m variables reales. Usando las variables x1, ..., 2y,
un sistema n x m se escribe

ai1ry + aiaTy + o+ AimTm = b1
ag1xr1y + Q9222 + 0+ A2 Tyy, = b2
Ap1T1 + ApaTo + =+ ApmTm = bp

Se llama matriz del sistema a la matriz A de tamano n x m formada por los coeficientes de las
variables de las ecuaciones.

aix  aiz - Gim
S
an1  Ap2  ** OGpm

Se llama matriz aumentada del sistema a la matriz de tamano nx(m+1) que se obtiene al adjuntarle
a la matriz del sistema una columna adicional formada por los niimeros by, ...,b,. Usualmente se

denota (A[b).

ain a2 o aip| b
(Ap) = |92 022 a2 b
Anl1 Qp2 = Apm bm
DEFINICION 2.3. Una solucidén de un sistema de ecuaciones lineales nxm es una m-tupla (s1, 82, ..., Sm)

de numeros reales que es solucion de cada una de las ecuaciones del sistema. El conjunto solucion
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de un sistema de ecuaciones lineales n x m es el conjunto S que contiene a todas las m-tuplas
que son solucién del sistema. Un sistema de ecuaciones lineales n x m se dice consistente si su
conjunto solucién no es vacio, es decir, que existe al menos una solucién del sistema. Un sistema de
ecuaciones lineales n x m se dice inconsistente si su conjunto solucién es vacio, es decir, no existe
ninguna m-tupla que sea solucién de todas las ecuaciones del sistema. A los sistemas inconsistentes
también se les conoce como sistemas de solucion vacia.

DEFINICION 2.4 (Sistema homogéneo). Un sistema homogéneo de ecuaciones lineales de tamano
nxm es un conjunto de n ecuaciones lineales, todas igualadas a cero, en m variables reales. Usando

las variables x1,...,Z;, un sistema n x m homogéneo se escribe
ai1ry + aijere2 + 0+ ATy = 0
a1+ a2T2 + o+ A2pTym = 0
Ap1T1 + ApoTo + - + GumTym = 0

PROPOSICION 2.5. Todos los sistemas homogéneos de sistemas de ecuaciones lineales son consis-
tentes, es decir, siempre tienen solucién.

Demostracion. Si el sistema es de tamafio n x m, la m-tupla formada solamente por ceros satisface
todas las ecuciones del sistema. O

OBSERVACION 2.6. Un sistema como el de la definicién 2.2 se puede escribir usando multiplicacién
de matrices como AX =b, donde A es la matriz del sistema, X es la matriz m x 1 formada por las

variables y b la matriz 1 x m formada por los niimeros by, ..., by,.
air v am\ 71 by apnry + o+ GpTm = b
AX=b=| : =~ | |l:]=]:]= : : :
ap1 - Anpm Tn bn aAn1T1 + -+ ApmTm = bn
De esta forma, para verificar si una m-tupla Xg = (s1,...,8m)" es una solucién del sistema AX = b,

se hace la multiplicacién de matrices AXy y se comprueba que da como resultado b.

2.2. Meétodos de Resoluciéon

DEFINICION 2.7. Dos sistemas de ecuaciones lineales se dicen equivalentes si sus conjuntos de
soluciones son iguales.

DEFINICION 2.8. Para un sistema n xm, se definen tres tipos de operaciones elementales sobre sus
ecuaciones o filas.

(1) Multiplicar una fila por un escalar no nulo: Sea a # 0 € R, la fila ¢ del sistema, denotada f;,
se modifica multiplicando cada uno de sus coeficientes por el nimero real a.

a11x1 + -+ A1mTm =b1 a1y + -+ A1mTm =b1
' Ly, of: ' ]
1Ty + o+ G T, = by QAT+ Qi Ty, = Oy
—_—
Ap1T1 + - + QumTm = bn Ap1T1 + + QpmTm = bp

(11) Sumarle una fila a otra fila: Se modifica la fila i del sistema, sumandole a cada uno de sus
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coeficientes los coeficientes respectivos de la fila j. La fila j no se modifica.

a11x1 + -+ a1mTm :bl ailx1 + -+ a1mTm :bl

Ai1T1 + o+ QT =b7; f+f (ail +aj1)ac1 +-~~+(aim+ajm)xm =bi+bj
. . i J . .

a;j1T1 +~~+ajm1:m :bj a;121 +~~~+ajmxm ij

Ap1T1 + -+ QT = by Ap1T1 + - + QT =b,

(11) Intercambiar dos filas: Se intercambia la posicién de la fila i con la de la fila j. El sistema
sigue teniendo las mismas ecuaciones pero en diferente orden.

1171+ + ATy, = b1 a11T1 + -+ AT, = b1
a1+ + Ay Tm, :bi a;121 +-~~+ajmxm :bj
: : fie fj . .
Aj1T1 + 0+ AimTm :bj Ai1T1 + - + Qi T = b;
Ap1X1 + -+ AT = by, Ap1X1 + -+ QT = by

(1v) Sumarle a una fila un miltiplo de otra fila: Sea a € R, esta operacién modifica la fila 4
sumandole el producto de la fila j por «. La fila j no resulta modificada.

a11x1 + -+ a1mTm, :bl a11x1 + -+ A1mTm =b1

a;1T1 + -+ QimTm, = bi f + (aﬂ +aaj1):r1 + -+ (a¢m+04ajm)1’m :bi +Oébj
. . i Oéfj . .

aj1T1 + -+ Qi T, = b 171+ + Qi T =b;

Ap1T1 + -+ AnmTm = bn Ap1T1 + -+ ApmTm :bn

OBSERVACION 2.9. Usando las matrices extendidas de los sistemas, las operaciones elementales de
fila de la definicién 2.8 se ven de la siguiente manera:

(1) Multiplicar una fila por un escalar no nulo:

ain G| b1 ail A, | b
: e : : :

a1 Qi | bs Qa1 O |y
. . . . —> . . .
an1 o Anm bm anl Anm bm

(11) Sumarle una fila a otra fila:

ai; o Aim|br arl A1m by
a1 Aim bz a;1 tajr - Qim t Qjm bz + bj
: fi+ [ . . .
—
ajr o Gjm|bj ajp v Gjm b
p1  Aumlbm anl Apm bm
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(1) Intercambiar dos filas:

aip v A b ain v aim|b
all e alm b?, al e am b
. . . . fie [ ! . ’ /

: —
aj1 Qjm, bj [£251] Qim, bz
ap1 = Anpm bm apl = Apm b’m

(1v) Sumarle a una fila un multiplo de otra fila:

air G| br a11 A1m b1
a1t Qi | bs il + a1 Qim + QG b + abj
! T fi +af; . . . .
R
a1 v Gjm|bj aj1 Qjm b;
an1 t Apm bm an1l Anm bm

TEOREMA 2.10. Las operaciones de fila no modifican el conjunto solucién de un sistema de ecua-
ciones lineales, es decir, transforman los sistemas lineales en otros que son equivalentes.

DEFINICION 2.11. Una matriz A € M(n,m;R) se dice escalonada si cumple con las siguientes
condiciones:

(1) Todas sus filas nulas, si tiene, son las ultimas de arriba hacia abajo.

(1) En las filas no nulas, la primera entrada no nula de izquierda a derecha es un 1. A este 1 se
le conoce como el pivote de la fila.

(111) Todos los pivotes de la matriz estdn en columnas diferentes.
(1v) La fila con el pivote mds a la izquierda aparece de primera.
(v) La fila con el pivote més a la derecha aparece de tltima, antes de las filas nulas.

(v1) Si hay dos filas no nulas consecutivas, la primera tiene su pivote mds a la izquierda que la
segunda, y nunca uno sobre otro.

PROPOSICION 2.12. Si la matriz aumentada de un sistema es escalonada y su tiltima columna tiene
un pivote, entonces este sistema es inconsistente.

Demostracion. La ecuacion donde esta ese pivote es necesariamente 0 = 1, la cual es imposible de

satisfacer. O
PROPOSICION 2.13 (Sustitucién Hacia Atrds). Considere un sistema n x m en variables x1, ...,z
tal que su matriz aumentada sea escalonada. Entonces si ningin pivote aparece en la ultima
columna, una solucién (s1,..., S, ) se encuentra de la siguiente manera:

Paso 1: [ En cada una de las ecuaciones despeje la variables asociadas a los pivotes.

Paso 2: | Dé cualquier valor (nimero real) a las variables que no tienen un pivote como

coeficiente.

Para la variable del primer pivote de abajo hacia arriba, tome el valor que da la
sustitucion de los valores del paso anterior.
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Paso 4: | Para la siguiente variable con pivote, que esta arriba de la anterior, tome el valor
que da la sustitucion de los valores de los pasos anteriores.

Repita hasta llegar a la primera ecuacién.

PROPOSICION 2.14 (Método de Gauss). El siguiente algoritmo modifica la matriz aumentada (A|b)
de un sistema de ecuaciones AX = b hasta llegar una matriz escalonada cuyo sistema asociado sea
equivalente al original.

Paso 1: | De izquierda a derecha detengase en la primera columna no nula. Si no hay columnas
no nulas termine.

De arriba a abajo detengase en la primera entrada no cero de esta columna. Divida
la fila de esta entrada por el nimero en ella. Este es el primer pivote de la matriz.

Intercambie la fila del pivote con la fila 1 de la matriz.

Usando la fila donde esta el pivote, que en este caso ahora es fi, elimine los elementos
no nulos de la columna del pivote que se encuentren por debajo de este. En este paso se usa
la operacion de fila del tipo f; + a.fy.

Considere la submatriz inferior derecha limitada por la fila y columna del pivote

anterior. Si no hay tal submatriz, termine.

Paso 6: | Repita los pasos anteriores en esta submatriz. Continte repitiendo este proceso
hasta no tener tal submatriz o hasta que esta submatriz sea una matriz nula.

Ademas, una vez terminado el proceso, si la matriz aumentada del sistema resultante no tiene un
pivote en la ultima columna, entonces una solucién se encuentra aplicando el método de sustitucién
hacia atrés.

TEOREMA 2.15. Todo sistema de ecuaciones lineales es equivalente a un sistema cuya matriz
aumentada es escalonada. Sin embargo, no es equivalente a un unico sistema de esta forma.

DEFINICION 2.16 (Matriz Escalonada Reducida). Una matriz A € M(n,m;R) se dice escalonada
reducida si es escalonada y ademads satisface que en las columnas donde aparezcan los pivotes,
arriba y abajo del pivote, las entradas son cero.

OBSERVACION 2.17. Toda matriz escalonada reducida es una matriz escalonada.

PRrROPOSICION 2.18. Considere un sistema n x m en las variables z1,...,Z,, tal que su matriz
aumentada sea escalonada reducida. Entonces si ningtin pivote aparece en la tltima columna, una
solucién (s1,..., S, ) del sistema se encuentra de la siguiente manera:

Paso 1: | En cada una de las ecuaciones despeje las variables asociadas a los pivotes.

Paso 2: | Dé cualquier valor a las variables que no tienen un pivote como coeficiente.

Paso 3: | Para las variables con pivote, tome el valor que da la sustitucién del paso anterior.

PROPOSICION 2.19 (Método de Gauss-Jordan). El siguiente algoritmo modifica la matriz aumen-
tada de un sistema de ecuaciones hasta llegar a una matriz escalonada reducida cuyo sistema de
ecuaciones es equivalente al original.

Paso 1: | De izquierda a derecha detengase en la primera columna no nula. Si no hay columnas
no nulas termine.

Paso 2: | De arriba a abajo detengase en la primera entrada no cero de esta columna. Divida
la fila de esta entrada por el nimero en ella. Este es el primer pivote de la matriz.
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Intercambie la fila del pivote con la fila 1 de la matriz.

Usando la fila donde esta el pivote, que en este caso ahora es f1, elimine los elementos
no nulos de la columna del pivote que se encuentren por debajo y arriba (si hay) de este. En
este paso se usa la operacién de fila del tipo f; + af;.

Considere la submatriz inferior derecha limitada por la fila y columna del pivote
anterior. Si no hay tal submatriz, termine.

Repita los pasos anteriores en esta submatriz. Continte repitiendo este proceso
hasta no tener tal submatriz o hasta que esta submatriz sea una matriz nula.

Ademas, una vez terminado el proceso, si la matriz aumentada del sistema resultante no tiene un
pivote en la ultima columna, entonces una solucion se encuentra aplicando la proposicién 2.18.

TEOREMA 2.20. Todo sistema de ecuaciones lineales es equivalente a un tnico sistema cuya matriz
aumentada es escalonada reducida.

2.3. Tipos de Soluciones

DEFINICION 2.21. Para un sistema homogéneo, la solucién cuyas tinicas entradas son cero, se le
conoce como solucion trivial.

PROPOSICION 2.22. Si un sistema homogéneo de ecuaciones lineales tiene una solucién no trivial,
entonces este sistema tiene infinitas soluciones.

Demostracion. Sea (s1,...,8,) una solucién no trivial del sistema homogéneo

a11%1 + -+ ATy, =0

an121 + + ApmTm - 0
entonces para todo a € R, la m-tupla (asy, ..., s, ) también es solucién del sistema. En efecto, al
sustituir en cualquier fila se tiene a;1 21+ + Qi Tm = Q1 QS1 ++ Qi Sy = (@181 + + Qi Sm ) =
a-0=0. O

PROPOSICION 2.23. Un sistema homogéneo de ecuaciones lineales sélamente tiene dos estados: o
tiene como unica solucién a la solucién trivial o tiene infinitas soluciones.

PROPOSICION 2.24. Si un sistema de ecuaciones lineales tiene al menos dos soluciones diferentes,
entonces tiene infinitas soluciones.

Demostracion. Sean r = (r1,...,7m) v 8 = (81,...,8m) dos soluciones diferentes del sistema de
ecuaciones

1171+ + A1mTm :bl

Ap1X1 + -+ QT = by
Al ser r y s diferentes, la m-tupla (r1 — $1,...,7m — S;m) €s una solucién no nula del sistema
homogéneo

a11x1 + -+ A1mTm =0

Ap1T1 + + QT =0

En efecto, al hacer la sustitucién en cualquier fila se obtiene a;121 + -+ + QimTm = a1 (r1 —s1) +-- +
Aim (Tm = 8m) = (@171 = @3151) + -+ (QimTm = QimSm) = (@171 + + QimTm) = (@181 + - + Qi Sim) =
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b; —b; = 0. Por la proposicién 2.22, para cualquier niimero real a la m-tupla a(r —s) es solucién del
sistema homogéneo, y de manera similar se verifica que para todo « € R, la m-tupla r + a(r — s) es
solucién del sistema original. O

PROPOSICION 2.25. Un sistema de ecuaciones lineales tiene sélamente uno de los siguientes tres
estados: solucién vacia, solucién tnica o inifinitas soluciones.

COMENTARIO 2.26. Un sistema de ecuaciones tiene infinitas soluciones justamente cuando, luego
de aplicar el método de Gauss-Jordan, al menos una de las variables no tiene como coeficiente un
pivote. Esto se debe a que al darle a una variable asi cualquier valor real siempre se llega a una
solucién del sistema. En estos casos, al describir el conjunto solucién del sistema, toda variable que
no tenga pivote se ve como un parametro y la soluciéon puede escribirse en términos de todas las
variables de este tipo.

PROPOSICION 2.27. Si el conjunto solucién de un sistema tiene p pardmetros, ti,...,t,, entonces
toda solucién del sistema se puede escribir en la siguiente forma: s+t;v; +---+,v,, donde s es una
solucién particular del sistema y v; hasta v, son todas soluciones del sistema homogéneo asociado
al sistema original.

2.4. Rango y Nulidad de una Matriz

PROPOSICION 2.28. Considere las operaciones elementales de fila descritas en la observacién 2.9.
Entonces cada una de las operaciones elementales de fila son reversibles, es decir, existe otra
operacion elemental de fila, que al aplicarla al resultado se obtiene la matriz inicial.

Demostracion. En cada caso se da la operacién elemental que revierte el proceso.

(1) Multiplicar una fila por un escalar no nulo: A /i B se revierte con B a A.
(11) Sumar una fila a otra fila: A/i*fi B se revierte con Bfi=fi A.

(111) Intercambiar dos filas: Afifi B se revierte con Bfi<fi A.
(1v) Sumarle a una fila un miltiplo de otra fila: Afi*®fi B se revierte con Bfi=%fi A.

O

DEFINICION 2.29. Dos matrices A, B € M(n,m;R) se dicen equivalentes si y solamente si B se
obtiene a partir de A luego de aplicarle una cantidad finita de operaciones elementales de fila.

PROPOSICION 2.30. Toda matriz A € M(n,m;R) es equivalente a una tnica matriz escalonada
reducida. Nos referimos a esta matriz como la forma escalonada reducida de A.

DEFINICION 2.31. Sea A € M(n,m;R). Se define el rango de la matriz A como el nimero de filas
no nulas de su forma escalonada reducida. Se usa la notacién Rng(A).

OBSERVACION 2.32. Se puede demostrar que Rng(A) = Rng(A?).

DEFINICION 2.33. Se define la nulidad de una matriz A € M (n, m;R) como la cantidad de pardme-
tros de la solucién del sistema homogéneo asociado a A, es decir AX = 0. Se usa la notacion
Nul(A).

OBSERVACION 2.34. M4s adelante se vera otra forma equivalente de definir el rango y la nulidad
de una matriz.

TEOREMA 2.35. Para toda A € M(n,m;R) se cumplen las siguientes afirmaciones:

(1) El nimero de columnas de A es mayor o igual al rango de A: m > Rang(A).

(1) El nimero de columnas de A es igual al rango mds la nulidad: m = Rang(A) + Nul(A).
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TEOREMA 2.36. Las siguientes afirmaciones son ciertas para todo sistema de ecuaciones lineales
AX =01 de tamano n x m con matriz de coeficientes A y matriz aumentada (Alb).

(1) El rango de A siempre es menor o igual al rango de (A|b).

(1) AX =b es de solucién vacia si y solo si Rng (A) # Rng (A]b).

(111) AX = tiene solucién unica si y solo si Rng (A) = Rng (A|b) = ntimero de columnas de A.
(1v) AX =b tiene solucién tnica si y solo si Nul (A) =0y Nul (A4}b) = 1.

(v) Si A es una matriz cuadrada de tamafnio n x n, AX =b tiene solucién vinica si y solo si A es
equivalente a la matriz identidad I,,.

(vi) AX = b tiene infinitas soluciones si y solo si Rng(A) = Rng (A]b) < ntmero de columnas de
A.

(vir) Si AX = b tiene infinitas soluciones entonces su conjunto solucién depende de m - Rng(A) =
Nul (A) pardmetros.

2.5. Referencias Utiles

Para estudiar la materia
I Del libro [ACG14], secciones: 1.1, 1.2, 1.3, 1.4, 1.5, 1.6.
I Del libro [GF12], secciones: 1.1, 1.2.

Ejercicios recomendados

I Del libro [ACG14], seccién 1.8 Ejercicios: 1, 2, 3,4, 5, 6,7, 8,9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17,
18, 23, 24, 25.
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2.6. Ejercicios Sistemas de Ecuaciones Lineales

2.1. Resuelva los siguientes sistemas usando el método de Gauss.

5x1 —5x3 =0 —-3x1 + 39 + 623 — 1514 =3
3xg+3x3— 9x4=3 To —3x3— 3z4=-9
(a) 221 - 3x9 —bx3+ 1024 =0 (b) 3x1 - 3x9 — Tx3 + 1524 = —6
2x1 —3x9 —br3+10x4 =0 —2r9+6x3+ Try =18
-2x1 +2x3— x4=-1 —-3x1 +5r9 + x3—22x4 =-12

2.2. En cada caso, escriba la matriz de coeficientes A y la matriz aumentada del sistema (A[b).
Calcule el rango de ambas.

Lo lyy n=-2
2773 ; 3 ar +y+z2=0, aeR
(a) y-52=0 (b)
4 r-y+2z=0
-3y+ z=1

2.3. Encuentre la forma escalonada reducida de las siguientes matrices

4 -9 -17
9 9 9 0 2 6 10
(a) (2 9 13 —11) ® [ s 4
7 1 -13
0 27 1 R
e [4 12 -4 @ [0 o 5 o
~10 -30 -5

0 -2 -4 -8

2.4. Dé un sistema de ecuaciones cuya matriz aumentada sea la forma escalonada reducida de las
siguientes matrices

8 8 4 4 1 -2 7 8
(@ |-4 -4 -5 -5 ® [-1 2 -9 5
-3 -3 -1 -1 -6 12 -11 -6

2.5. Muestre que las siguientes matrices son equivalentes usando la reducciéon de Gauss-Jordan.

-6 -4 6 4 -9 4 -6 -19
(a) A=l 5 3 3 20|yB=[1 -7 -6 -31

-10 2 7 15 3 0 -6 -15
30 -1 0 0 -2
(b) A= 3 0 —6 6 |yB=|-4 0 -2 -12
-4 0 -4 -16 1 0 -5 =8
10 -5 -10-5x -5 5 -5+bx
©) A‘( -2 —1—23:)yB_(—8 -6 —8—63:)
6x 3 -2-2z -7x 6x 3 -4-4x
(d) A= 120 6 7+7z |yB=| =z 14z 7 -3-3z
—7x -4r -2 -8-8zx x 0 0 8+8z
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2.6. Para cada sistema calcule el rango de su matriz asociada A y aumentada (A}b)y la nulidad
de A. Determine si el sistema no tiene solucién, tiene solucién tnica o infinitas soluciones. En el
ultimo caso indique la cantidad de parametros. Escriba el conjunto de soluciones.

1 2 3\(z 2 1 -1 -4\ [z\ (0
(a) (1 -1 1)(y):(—6) (b) |-8 -5 -6 y): O)
1 o 1J\z) \wo 5 -6 -6/\z] \o
-2 -3 8\ [x\ (-7
1 1\ (z) (-8 4 -6 3 3
o (960 o 53N
1 1 -6)\w 8
-9 5 -4\/[z 5
2 -9\ (z) (0
e - f) [-8 -9 -17 -[-9
© (_7 -7 (y) (O) ® -1 4 3 (Z) (4)
22 -2 4\ [z\ [-2
5 -5 5\/[z\ (-5
@ (5 3)(:)-() o [l
L A7 9 -9 9 18)\w 9

2.7. Para cada sistema encuentre valores para a de tal manera que el sistema sea inconsistente,
tenga solucion dnica y tenga infinitas soluciones. En los casos donde haya consistencia, escriba el

conjunto solucién.

-6z — 4y + 6az = 8 92+ (-4 +4a)y-62=1

(a) 5z + 3y +3az =-7 (b) x+ (T-Ta)y-6z=0
—10z + 2y + Taz = 22 -62=9
(©) Tex -4y + (7-4a)z =11 () -6z +—-3ay + (-3 -3a)z=-3
c
3x+8y+(3+8a)z=-5 —4r +-bay+ (1-5a)z=1
-1+ +(10-5a)z=0
az + ( Ay + ( a)2 (-8+8a)xr+ (3-a)y=0
(e) —azx +(-4+2a)z=0 ()
(10-10a)z + (15-5a)y =0
—dazx+ (2-2a)y+ (4-2a)z=0
-2 -10+5 -9+3 =14
(@) 5x+((12+6a§y+((21+7a;z 35 (h) ax+ (l+a)y+ (8+4a)z=3
- + — + — = —
& v Y Wz —8az + (-8~ 8a)y + (10 - 5a)z = 3

-8z + (16-8a)y+(-9+3a)z=-37

2.8. En cada caso determine los valores de a para los cuales el sistema tiene infinitas soluciones

con un parametro y escriba el conjunto solucién.

l+a 8-8a 0 8a -9\ ["\ (-7
(@) | 1-e 5-%a -18+9% 5o 4 Z RE
-6-6a -7+7a -4+2a Ta -2 3
6+6a -6+6a -18+9a 6a 2 1: 21
“1+a 2+a 10+5a -2+5a\(") (0
(b) | 1-a -2-a 18+9a -6+9||?|=0
-5+5a 10+5a 12+6a 8+6a w 0



2.9. Para cada sistema encuentre valores para a y b de tal manera que el sistema sea inconsistente,

tenga solucién tdnica y tenga infinitas soluciones. En los casos consistentes, escriba el conjunto
solucién.

6ax +9by = 15 ar—y=-1
() _ (b) _
-8az + 3by = -5 br—-y=»>
(4da+8)x+ (-8 —-16)y+ Tbz=0 (a+1)x+ ay=1
(c) (Ba+6)x+ (-b-2)y+-5bz=0 (d) {(a+l)z+(a+b)y=2
(-2a-4)x+ (-2b-4)y+-5bz=0 (a+1ax+ ay=1
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2.7.

2.1. R/
(a)

2.2. R/
(a)

(b)
2.3. R/

()

2.4. R/

(2)

()

Soluciones Sistemas de Ecuaciones Lineales

S=¢g (b) 1 =5,2z9=0,23=3,24=0

b4 b3
A=(0 g) (A|b)_(0 1 -2 o0 )ang(A):Rng(A|b):3.
1 - 1-4 1 1

HH Wl

, (Ap) = ($ 1 18) v Rng(A) = Rng(AJp) = 2.

Az((ll 11

- 10 -2 130 1003
(193 7) ® (317) © (339) @ (3383

000 0000

z+y =0 r-2y+z =1

z =1 (b) z =0

+0=0 +0=1

2.5. R/ En cada caso ambas matrices son equivalentes por filas a la matriz

1001 1002 101 z 00 0
(33¢32) ® (3552 © (552) @ (§53.%)

2.6. R/
(a)
(b)
(c)
(d)
(e)
()
()

(h)

2.7. R/
(a)

(b)

(©)
(d)

(e)

Rng(A) =3, Rng(Ab) =3 y Nul(A4) = 0. El sistema tiene solucién tnica y S = {(30,16,-20)%}.
Rng(A) =3, Rng(Alb) =3 y Nul(A) = 0. El sistema tiene solucién tnica y S = {(0,0,0)%}.
Rng(A) =1, Rng(Ab) =2 y Nul(A) = 1. El sistema no tiene solucién y S = @.
Rng(A) =3, Rng(Alb) =4 y Nul(A) = 0. El sistema no tiene solucién y S = @.
Rng(A) =1, Rng(A|b) =1 y Nul(A) = 1. El sistema tiene infinitas soluciones con 1 pardmetro y el conjunto
solucién es S = {t (F):te R}.
Rng(A) =2, Rng(A|b) =2y Nul(A) = 1. El sistema tiene infinitas soluciones con 1 pardmetro y el conjunto
solucién es S = {((1))+t(:%) :teR}.
0 1
Rng(A) =1, Rng(Ap) =1y Nul(A) 2. El sistema tiene infinitas soluciones con 2 pardmetros y el conjunto
., -1 1
solucién esS:{( 0 )+t((1))+s( ) t, seR}

Rng(A) =1, Rng(A|b) =1y Nul(A) = 3. El sistema tiene infinitas soluciones con 3 pardmetros y el conjunto

1 1 -1 -2
solucién esS={(8)+t(é)+s( 9 )+r( 8):t,s,reR}.
0 0 0 1

el sistema tiene solucién tnica S = {( %2 )}
Sia

el sistema no tiene soluciones S = @.

el sistema tiene solucién tnica S = {( 1/(;71) )}

m el sistema tiene oo soluciones con 1 pardmetro S = {

el sistema tiene oo soluciones con 1 pardmetro S =

el sistema tiene oo soluciones con 1 pardmetro S =

m el sistema tiene oo soluciones con 1 pardmetro S =
Sia=1

el sistema tiene oo soluciones con 1 pardmetro S = {(11) ) +t ( @) ite R}.

—
|
[un
[=Rag
S)
S—

~

~+
A/—\/—\

el sistema tiene oo soluciones con 1 pardmetro S =

Sia= el sistema tiene oo soluciones con 1 pardmetro S =

—OOOHOOOR
N N e
~+
m
s =® =
NGNS NG

OOO/—’HI—Aﬁ/_H —— /—\

—
~—

Sia+0,a+lya# 2:] el sistema tiene solucién unica S = {(
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() el sistema tiene oo soluciones con 1 pardmetro S ={t(}):teR}.
el sistema tiene oo soluciones con 1 pardmetro S = {t(?) :te R},
Sia+1y a#3:|el sistema tiene solucién tnica S = {( 8 )}

(g) |[st el sistema no tiene soluciones S = @.

el sistema no tiene soluciones S = &.
1
Sia#2ya=+3:|el sistema tiene tiene solucién tnica S = {( 3%@*2; )}
1/(a-3
s
el sistema no tiene soluciones S = @.

- . . . . ~l/a -(1+a)/a
Sia#+0ya+-2:|el sistema tiene oo soluciones con 1 pardmetro S = {( 1/(0 2 ) + t( 1 ) ite R}A
a+ 0

0 1
el sistema tiene oo soluciones con 1 pardmetro S = {( 1—/12) +t ( 8) ‘te R}.

2.8. R/
1/2 0
() s{()t()tR}

1 0

1/(a+1) 0

1/(a-1 -a/(a-1
0

0 0

07}

o Do)

—(a+2)/(a-1)
Sia+lya#-2: $={t( 1 ):teR}‘

0
0

2.9. R/

(a) el sistema no tiene soluciones S = @.

Sia+0yb=0:]el sistema no tiene soluciones S = @&.

Sia+0yb+0:|el sistema tiene solucién tnica S = {( iéz )}

(b) el sistema tiene oo soluciones con 1 parametro S = {t ( é) ite ]R}.

Sia+0yb=0:]el sistema tiene oo soluciones con 1 pardmetro S = {t ( _(‘”11)/“) ‘te R}.

Sia#+0yb+0:|el sistema tiene solucién tnica S = {( 8 )}

(c) [Si a=-2yb= —2:] el sistema tiene oo soluciones con 2 pardmetros S = {t(é) +s ( g) it,s¢€ R}.
el sistema tiene oo soluciones con 2 pardmetros S = {t ( é) +s ( %) t,se R}
[Si a=-2,bx-2yb= 0:] el sistema tiene oo soluciones con 1 pardmetro S = {t(é) ite R}.
[Si a*x-2yb= 72:] el sistema tiene oo soluciones con 1 pardmetro S = {t (?}) ite R}.
Sia+ -2y b=0:|el sistema tiene oo soluciones con 1 parametro S = {t %1)]) te R}
[Si a+-2,b+x-2yb=+0: ] el sistema tiene solucién tnica S = {( § )}
(d) |Sia=-1yb=# —1:] el sistema no tiene soluciones S = @.

—

Sia=-1yb= 71:] el sistema tiene oo soluciones con 1 pardmetro S = {( _01 ) +1 ( é) ite ]R}.

Sia#-1yb=0:|el sistema no tiene soluciones S = &.

Sia#+-1yb#0:|el sistema tiene solucién tnica S = {( (b_a)l//(;b+b) )}
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CAPITULO 3

Matrices Invertibles

3.1. Inversa de una Matriz

PROPOSICION 3.1. Sea A € M(n;R) una matriz cuadrada. Si existe B € M (n;R) tal que AB = I,
entonces tambien existe C' € M (n;R) tal que CA = I,,; es mds, C' = B.

DEFINICION 3.2. Una matriz cuadrada A € M(n;R) se dice invertible si existe C' € M(n;R) tal
que CA = I,,. En tal caso, a la matriz C se le llama matriz inversa de A, y se denota A~

OBSERVACION 3.3. No todas las matrices cuadrada son invertibles, por ejemplo, cualquier matriz
A € M(n;R) con una fila nula, no es invertible. En efecto, si A con estas condiciones fuese invertible
entonces existiria B tal que AB = I,,. Esta igualdad dice que las filas de I,, deben ser combinacién
lineal de las filas de B con coeficientes definidos por las filas de A (ver comentario 1.19). En
particular, la fila nula de A definirfa una combinacién lineal de filas de B que daria como resultado
una fila de I,,. Pero esto no es posible, pues I,, no tiene filas nulas, y la fila nula de A solo daria
como resultado una fila nula.

PROPOSICION 3.4. Sea AX = b un sistema de ecuaciones donde A € M(n;R). Entonces, AX =b
tiene solucién tnica si y solamente si A es invertible. Ademds, dicha solucién es X = A71b.

PROPOSICION 3.5. A € M(n;R) es invertible si y solamente si A es equivalente a I,,.
Demostracion. Es consecuencia de las proposiciones 3.4 y 2.36. O
PROPOSICION 3.6. A € M(n;R) es invertible si y solo si Rng (A) = n.

Demostracion. Ser de rango n para una matriz n x n es lo mismo a ser equivalente a la matriz
identidad. O

PROPOSICION 3.7. Si A, B € M (n;R) son matrices invertibles entonces A~!, A* y AB son invertibles
y sus inversas son:

M (A H)1t=4 (i) (AH)™L=(Ah), (i) (AB)™'=B71A"1

PROPOSICION 3.8 (Método para calcular inversas). Sea A € M(n;R). El siguiente método indica
si la matriz A es o no invertible, y en el caso de que sea invertible da como resultado su matriz
inversa A~
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Escriba A y I, en una sola matriz (A|I,).

Aplique el método de Gauss-Jordan a (A|I,,) para obtener la forma escalonada
reducida de A. Aqui, toda operacién de fila que se le aplique a A debe de aplicarse también
al,.

Se obtiene una matriz de la forma (H|B), donde H es escalonada reducida. Si H
no es la identidad entonces A no es invertible. Si H = I,, entonces A es invertible y su inversa
es B.

3.2. Matrices elementales

DEFINICION 3.9. Se llaman matrices elementales a las matrices cuadradas que son de alguno de
los siguientes tres tipos.

(1) Las que se obtienen al multiplicar la fila ¢ de I,, por un real a € R no nulo. Se denotan E,,.
(11) Se obtienen al sumarle a la fila i de I, la fila j multiplicada por «, donde « € R. Se denotan
por B iaf;
(111) Son las que se obtienen de I,, al intercambiar la fila i con la fila j. Se denotan Ey, ...
PROPOSICION 3.10. Las matrices elementales son invertibles y sus inversas son también matrices
elementales.

Demostracion. Se verifica que (Eoy, )™ = E1p, (Efvap) ' = Eficap, ¥ (Bfiop,) ' = Efoy,. O

PROPOSICION 3.11. Las operaciones elementales de fila sobre una matriz pueden ser expresadas
usando multiplicaciones de matrices, es decir, si A € M(n,m;R) y Af B, donde f es alguna de
las operaciones elementales de fila, entonces existe una matriz Ey € M(n;R) invertible tal que
E;-A=B.

Demostracion. En efecto,

(1) Multiplicar una fila por un escalar Afi B equivale a hacer el producto E,, A = B.
11) La suma a una fila un miltiplo de otra Afi*®/i B es equivalente a E; .o, A = B.
- fixaf;

(111) El intercambio de filas A/i=fi B equivale a hacer el producto Ey, 5, A = B.
O

OBSERVACION 3.12. Al expresar una secuencia de operaciones de fila sobre una matriz como pro-
ducto de matrices, las matrices elementales aparecen en el producto con un orden inverso al que
tienen las operaciones elementales que representan. En otras palabras si A £ 9, B, donde f,g
son operaciones elementales de fila, entonces como producto de matrices este proceso se expresa
E,E:A=DB.

COMENTARIO 3.13. El método para calcular la inversa de una matriz (proposicién 3.8) se puede
justificar usando matrices elementales. Sea A € M (n;R), y suponga que se le aplica el método de
Gauss-Jordan para encontrar su forma escalonada reducida H. Esto produce una secuencia finita
de operaciones de fila que se puede escribir como producto de matrices elementales

Aa e “ H<FE E,E.,A=H

Si A es invertible, H debe de ser I, por lo que se tendria E. --FE.,E., A = I,. Lo cual dice que
la inversa de A debe ser la matriz resultado de la multiplicacién E. ---E.,E.,. Y al ser cierto que
E. -E.,E. =FE. E.FE.I,, una forma sencilla de calcular este producto es ir aplicando las
operaciones de fila respectivas a la matriz identidad I,,, que es justamente lo que indica el método.
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PROPOSICION 3.14. A € M (n;R) es invertible si y solo si A es producto de matrices elementales.
PROPOSICION 3.15. Si A € M(n;R) entonces Rng (A) = Rng (A").

Demostracion. Ver Teorema 2.27 de [ACG14]. O

3.3. Idempotencia y Nilpotencia

DEFINICION 3.16. A € M (n;R) se dice idempotente si A = A.

PROPOSICION 3.17. Si A € M(n;R) es idempotente distinta de I,, entonces A no es invertible.

Demostracion. Si A fuese invertible entonces A% = A implica que A™*A? = A71 A, que resulta en la
ecuaciéon A = 1,,. O

DEFINICION 3.18. A € M(n;R) se dice nilpotente si existe un entero m > 0 tal que A™ = 0,xp,. Al
menor entero con esta propiedad se le llama grado de nilpotencia de A.

PROPOSICION 3.19. Ninguna matriz nilpotente es invertible.

Demostracion. Para A con grado de nilpotencia m = 1 es claro. Si A es invertible y tiene grado
de nilpotencia m > 1, entonces A™ = 0,,,, y multiplicando por A~! ambos lados se tiene que
A™ 1 =0,,,, entonces m no es su grado de nilpotencia, lo cual es una contradiccién. O

3.4. Referencias Utiles

Para estudiar la materia
I Del libro [ACG14], secciones: 2.5, 2.6.
I Del libro [GF12], secciones: 2.4, 2.6.

Ejercicios recomendados

I Del libro [ACG14], seccién 2.8 Ejercicios: 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 45,
47, 48, 49, 50, 51, 52, 53.
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3.5. Ejercicios Matrices Invertibles

3.1. En cada caso, si la matriz es invertible calcule su inversa.

-29 -10 -6 1 5 -2 37 -4 -17
(@ [ 3 1 0 (b) |7 -3 22 @ [9 1 3
107 37 25 5 6 8 74 -8 -33
11 -5 20 3 -9 -10 5 -2
6 -10 4
-2 1 -5 0 8 7 -8 9
(d) 1—092 —67 _i4 © o 15 3 w0l ® |5 5 o 5
-69 31 -126 -20 —43 -35 26 -2

3.2. Muestre las siguientes propiedades sobre matrices matrices cuadradas.

(a) (A)'=4 (b) (AT =(ah)
(c) (AB)'=B"A" (d) (A'B'C'BtAT)
— (A—lBtctB—lAt)t

3.3. Use el método de Gauss-Jordan para calcular la matriz inversa en cada caso.

S 020 0

(a) |13 1 5 (b)
3 2 3 00 3 1

000 4

2 21000
315000 00 0 z
323000 0 0 y 0

© 1o 00221 @ |, . o ol@ywawto
0003165 w 0 0 0
000323

3.4. En cada caso de un ejemplo de matriz cuadrada que cumpla con la condicién respectiva.

(a) Matriz escalonada reducida de rango 2 no invertible.
(b) Matriz escalonada de rango 3 invertible cuya transpuesta no sea escalonada.

(c) Matriz escalonada reducida de rango 3 no invertible que elevada al cuadrado tenga rango
2 y que elevada al cubo tenga rango 1.

3.5. En cada caso exprese la matriz inversa respectiva como producto de matrices elementales.

cosf —sinf O 1 -2 3
(a) |sinf cosf® 0], con cosé 0. (b) |-4 5 -6
0 0 1 7 -8 15

3.6. De un ejemplo de una matriz A cuadrada 3 x 3 de rango 2 nilpotente tal que A® = O. Verifique

que la matrix I — A es invertible calculando su matriz escalonada reducida, y que su inversa es
igual a I+ A+ A2

3.7. Encuentre matrices 6 x 6 idempotentes A, B, C' de rangos 1, 2 y 3, respectivamente, tal que
A+ B+ C sea invertible.
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3.6. Soluciones Matrices Invertibles

3.1. R/
25 28 6 . . -9 4 5
(a) (—15 -83 —%8) (b) No es invertible. (c) (—_725 37 412)
-150 -85 —13 —29
(d) No es invertible. (e) (—%80 -139 -21 “218) (f) No es invertible.
67 40 6 13

3.2. R/

(a) Como A es invertible la matriz B que satisface B(A™!) =T es A, por lo tanto (A71)71.

(b) AAl=T= (AA 1)t =Tt = (A" 1)tA* = ], asf (A1)"1 = (A1)t

(¢) (B'AYWAB=B1'4A"'AB=B"'B=1I, por lo tanto (AB)™! = B"1 AL,

(d) (AtB—lc—lBtA—l)—l - (A—l)—l(Bt)—l(c—l)—l(B—l)—l(At)—l — A(Bt)—ch(At)—l —
A(B—l)tCB(A—l)t — (At)t(B—l)t(Ct)t(Bt)t(A—l)t — (A_lBtCtB_lAt)t.

3.3. R/
-7-49 0 0 0 1-1/2 0 0 0 0 0 1w
6 3-70 0 0
-7-4 9 3 2-40 0 0 01/2 0 0 0 0 1/z 0
@) (§ 33471) (b) (0 00 749) (c) (o 0 1/3—1/12) (d) (0 1/y 0 0)
6006834 00 0 1/ Yz 0 0 0
3.4. R/
0100
001 §93 0010
@ (541) ® (§58) @ (§441)

3.5. R/

cosf —sin6 0)71

(a) (snr019 coOSG ? :Ef1+%f2ECOS@f2Ef2—Sin@f1Eﬁfl

_ -1
(b) (*74 5 ;g) =EppsBppr2ps By Epsop Epivapo By gy Bps-1 Efpran,

010 -10(100 . (10-11110 :
3.6. R/ TOIneA:(OOI). Se calcula su inversa (IfA\I):(O 1 —1|010)f1L{2 (01—1|010)f2j3
Li1o 000/ 00 1lo01 00 11001
|0 1 1) fitfs (0 1 0|0 ) Al dar I en el lado izquierdo la matriz I — A es invertible, y ademds (I - A)~! =
001/ — \oot1lo
2

S
1]
—
O
o
oo
~—
+
—_ B

% casi [+ A+ A2 = (1-A)L.

).

OHOO00O0 ok
—ooooo
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cAPiTULO 4

Determinantes

4.1. Determinante de una Matriz

DEFINICION 4.1. Si A € M(n;R) conn > 1, se escribe A;; como la matriz de tamafio (n—1)x(n-1)
que se obtiene al eliminar la fila ¢ y la columna j de A.

DEFINICION 4.2. La funcién determinante det : M(n;R) — R se define por induccién sobre n.

Si A = (aj)1x1 entonces det(A4) = aq.
Si A = (@ij )nxn entonces det(A) = aj1 det(Air) + -+ (-1)" a1, det(A1p).

Al nimero real det(A) se le llama el determinante de la matriz A. También se acostumbra usar la
notacién |A|.

OBSERVACION 4.3. Se tienen las siguientes férmulas para los casos n =2y n = 3.

ail  ai2
det(A) = = 11022 — 412021
a1 a2

a1l a2 ais

det(A): az1 ase as3|=aix

azi asz ass

a1 a23
a3y ass

a1 A22
azy as2

Q22 A23

— a2
az2 ass

+ a3

PROPOSICION 4.4. Si A € M(n;R), para todo 1< <n se cumple que
det(A) = (-1)™"az det(As) + - + (-1)""a;, det(Asy,)

OBSERVACION 4.5. La proposicién 4.4 dice que, si bien en la férmula para el célculo de det(A)
se usan los elementos de la primera fila de A como coeficientes, esto se puede hacer con cualquier
fila luego de ajustar los signos y no cambiar el resultado. Ademds, al no depender de una fila para
desarrollar la férmula del determinante, este planteamiento se puede usar para reducir los calculos,
por ejemplo, eligiendo una fila con la mayor cantidad posible de entradas.

OBSERVACION 4.6. Cuando se desarrolla la férmula del determinante de una matriz nxn se obtiene
una suma con un total de n! términos.” Cada uno de estos términos se puede ver como el resultado
de multiplicar los elementos de la diagonal de la matriz A luego de permutar sus filas de una forma
en particular. El niimero n! cubren todas las posibilidades.

TEl factorial de un entero n > 1 estd dado por n!=n-(n-1)-2-1.
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PROPOSICION 4.7. Se tienen las siguientes propiedades del determinante para A € M (n;R):

(1) det(Opxn) =0y det(l,) =1. (1) det(A) =0 si alguna de sus filas o columnas
es nula.

(1) det(aA) =adet(A), para todo aeR.  (1v) det(A) =0 si dos de sus filas son iguales.

PROPOSICION 4.8. Si A = (a;;)nxn €s una matriz diagonal, triangular superior o triangular inferior,
entonces det(A) es igual al producto de los elementos de su diagonal, es decir,

det(A) = ajras--ann

PROPOSICION 4.9. Si A€ M(n;R) tal que A = ( donde B y D son submatrices cuadradas

B C
O D)
y O es una matriz(no necesariamente cuadrada) nula, entonces det(A) = det(B) det(D).

PROPOSICION 4.10. La funcién determinante es lineal con respecto a las filas, es decir, si B,C ¢
M (n;R) son iguales, salvo en la fila 4, entonces para todo « € R se tiene que det(B) + adet(C) =
det(A), donde A € M(n;R) es igual a B salvo que su fila i es el resultado de sumar la fila ¢ de B
mas « veces la fila ¢ de C.

PROPOSICION 4.11. Sean A, B € M (n;R). Las siguientes propiedades dan el valor del determinante
de las matrices elementales y la forma en la que cambia el determinante de la matriz a la que se le
aplica la operacion elemental respectiva.

(1) Si A2fi B entonces |E,f,| = a y |B| = alAl.
(11) Si AJi*efi B entonces |Ef,af,| =1y |B| = Al

(1) Si Afi=fi B entonces |Ef,.| = -1y |B|=-|A|

TEOREMA 4.12. Si A, B € M(n;R) entonces det(AB) = det(A)(B).

PROPOSICION 4.13. Para toda A € M(n;R), det(A4) = det(A"). Asi, transponer una matriz no
cambia el valor del determinante.

Demostracion. Ver Teorema 3.2.4 de [GF12]. O

COMENTARIO 4.14. Las propiedades sobre determinantes son utiles para simplificar los cédlculos.
Por ejemplo, debido a que sumar multiplos de una fila a otra no cambia el valor del determinante,
entonces uno podria usar esto para simplificar A mediante operaciones de fila hasta obtener una
matriz con varios cero en una fila o una que tenga forma triangular.

4.2. Matrices Inversas y Determinantes

DEFINICION 4.15. Para A = (aij)nxn se define como el cofactor (i,j) al nimero (—1)"|A;;|. Se
usa la notaciéon C4(i,5) o simplemente C(i,75), cuando la matriz A es clara.

OBSERVACION 4.16. En términos de cofactores la férmula del determinante se puede escribir como
det(A) =a;1Ca(i,1) + -+ a;nCa(i,n)

DEFINICION 4.17. Para A = (aij)nxn se define la matriz de cofactores de A como la matriz C4 de
tamarfio n x n cuya entrada en la fila ¢ y columna j es el cofactor (i,j) de A.

DEFINICION 4.18. Si A € M(n;R) entonces se define la matriz adjunta de A como la matriz
transpuesta de su matriz de cofactores y se denota adj(A). Asi, adj(A) = CY,.
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. . . . 1
PROPOSICION 4.19. Si A € M(n;R) invertible entonces |47 = —

Al
Demostracion. Como A es invertible entonces A™1A = I,,, asi |A™*A| = |I,| = 1 y por teorema 4.12
1
se tiene A7 = —. O
|A]
PROPOSICION 4.20. A € M(n;R) es invertible si y solo si det(A) # 0.
1
TEOREMA 4.21. Si A e M(n;R) entonces A~ = madj(A).

OBSERVACION 4.22. El teorema 4.21 nos da una forma alternativa para cacular matrices inversas
usando solamente determinantes.

4.3. Regla de Cramer

PROPOSICION 4.23. Sea AX = b un sistema de ecuaciones con A € M(n;R). Entonces, AX =b
tiene solucién dnica si y solo si det(A) # 0.

DEFINICION 4.24. Si A€ M(n;R) y b € M(n,1;R), se define A(c;/b) € M(n;R) como la matriz
que se obtiene de A al sustituir su columna ¢ por b.

TEOREMA 4.25 (Regla de Cramer). Sea AX = b un sistema de ecuaciones con A € M(n;R). Si

det(A) # 0 entonces la tinica solucién de este sistema X = (z1,...,2,)" satisface
A(ci/b
2 lAm)
|A]

para todo 1 << n.

4.4. Referencias Utiles

Para estudiar la materia
I Del libro [ACG14], secciones: 3.1, 3.2, 3.3, 3.4.
I Del libro [GF12], secciones: 3.1, 3.2, 3.3, 3.4.

Ejercicios recomendados

I Del libro [ACG14], seccién 3.5 Ejercicios: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 9, 10, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19,
20, 21, 22.
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4.5. Ejercicios Determinantes

4.1. Calcule el determinante de las siguientes matrices.

1 0 1 -3 -1 -7 -1 2 -13
(@ |2 1 5 ® [2 1 o0 e (-2 2 -5
10 -2 -3 6 5 -27 -6 -4 91
2 2 -14 1 0 -9 -10 -8 7
@ (-2 1 -6 e [-9 2 -3 ) |22 8 -25
12 -10 66 27 -8 96 -4 -8 -2
~70 -18 -40 -10 9 -2 9 -7 43 26 66 8
8 -2 -4 0 5 1 -6 0 . 3 -1 -1 0
® [250 64 142 a4 |® |2 2 19 7 ® 160 -7 —44 —6
~142 36 -80 -40 -65 -12 89 22 -9 -2 -8 -1

4.2. Resuelva los siguientes sistemas usando la regla de Cramer.

S5r+4y+32z=1 4o + 2y + 10z = -2
(a) x+ y+ 8z=-1 (b) <3z+2y+ 2=6
-T + z=1 4z + 6y -412=0

4.3. Calcule el determinante de la matriz A = (a;;) de tamano 5 x 5 dada por la regla
{0 Sii>
Qg5 =4 . . C
j—i+1 sii<y

Encuentre el niimero total de matrices B que satisfacen det(B) = —det(A) y que son equivalentes
a A por una sola operacién de filas.

4.4. Usando las propiedades del determinante verifique que

1 0 a O b+ec

1 a 0 -1 b+c+1

1 0 b O a+c [=0

1 -1 0 ¢ a+b+1

1 0 ¢ O a+b

r+1 T T
4.5. Determine todos los valores de x para los cuales | « x+1 x | es invertible.
x T z+1

T +ay+a’z = a?

4.6. Considere el sistema de ecuaciones { x + by + b%z = b2 .

r+cy+ctz=c?

(a) Verifique que el determinante de su matriz de coeficientes es (b—a)(c—a)(c—-b).
(b) Muestre que este sistema tiene solucién tinica solamente cuando a, b y ¢ son diferentes.

(c) Si el sistema tiene solucién tnica, encuentrela usando la regla de Cramer.
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4.6. Soluciones Ejercicios Determinantes

4.1. R/
(a) 1 (b) -1 (c) 2 (d) -4 (e) 6
(f) o (g) 16 (h) 1 (i -1

4.2. R/
(a) x=5,y=-54, 2=6. (b) x=514,y=-7T39, z = -58.

1
0
4.3. R/ Se tiene que A = (8
0
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matrices B es intercambiando una vez un par de filas de A. En total, es posible hacer los siguientes intercambios
fie=fo, fie—=fa, i< fa, fr<= f5, fo = f3, fao <> fa, fa <= f5, fa <= fa, fa <> f5y fa < f5. Asfel
numero total de posibles matrices B es 10.

10 a0 b+e 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 a 0-1bterl o6 & 0 A o |5l a 0 -1 0
44.R/|105b0 atc |[=]a 0O b 0 ¢ — a 0 b 0 c
1-10 ¢ a+b+1 0 -1 0 c 0 _ 0 -1 0 c 0
10 c¢c 0 a+bdb b+c b+c+1 a+c a+b+1 a+b = a+b+c b+c+l a+b+c a+b+1 a+b+c
1 1 1 1 1 11111
fs+ fa 0 a 0 -1 0 0a0-10
— a 0 b 0 c |=(a+b+c)la 0bo0c|l=(at+b+c)-0=0.
0 -1 0 c 0 0-10 ¢ O
f5 + f4 =la+b+c a+b+c a+b+c a+b+c a+b+c 11111

4.5. R/ El determinante de la matriz es 1+3z. Por lo tanto para que sea invertible basta con que 1+ 3z sea diferente
de cero, es decir, la matriz es invertible para todo x tal que x # —%.

4.6. R/
1aa? — 1 a a? - 1 a a? 2 2
@ |roer |2 fosla vt | P o ta e [ < [a el = (b- o) (e-a)(e-b)
lcc - 1 ¢ c - 1c-ac’-a - B

(b) El sistema al ser cuadrado, tiene solucién tdnica solo cuando el determinante de su matriz es diferente de
cero. Y al ser este igual a (b—c)(c—a)(c—-b), esto sucede cuando se cumple simultdneamente que b # c,

ctayczb.
1 a a2 T a?
(c) En el sistema AX =d, se tiene que A =|1 b 2], X =|y| y d=]v*| Ahora, usando la regla de
1 ¢ ¢ z c?
Cramer se obtiene que:
A(fild
T = % =|A(f1]d)| = 0, pues tiene dos columnas iguales.
A(f2|d
= % =|A(f2]d)| = 0, pues tiene dos columnas iguales.
A(fsl|d
z= % =1, pues Ay A(f3|d) es la misma matriz.

0
Por lo tanto la solucién es X =|0|.
1

43



44



