Universidad de Costa Rica Departamento de Matemadtica Aplicada
Facultad de Ciencias MA-1005: Ecuaciones Diferenciales
Escuela de Matematica I Ciclo lectivo del 2019
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1-) Sea xz > 0. Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales.
(a) [10 puntos] y'2? = wy + ¥, sujeta a la condicion inicial y(e) = 1.

T

(b) [15 puntos] v/ — 2y +y = %_

Soluciéon. Ad(a) Normalizando la ecuacidn se obtiene

por ende esta es una ecuacion diferencial homogénea. En este caso F'(w) = w + w?. Haciendo el
cambio de variable y = vx = ¢’ = v’z + v se llega a la ecuacién de variables separables

v 1 v 1
Flv)—v = v 2
de donde J p |
v x — —x
—=[] —=—=h(z)+(C=2>y=———.
/ v? x v (@) Y In(z)+C
—e
Utilizando la condicién inicial 1 = ———— = 1+ (C = —e = C' = —e — 1. Por lo tanto, la
In(e) + C
—x
solucioén particular buscadaes y = ————.
In(z) —e—1
Observacion: Alternativamente, esta ecuacion se puede ver como una ecuacion de Bernoulli con
n=2. ]
$2y1_$y:y2:>y/_y:_2y2‘
r
Haciendo el cambio de variable © = y*~2 = 3! se obtiene la ecuacién diferencial lineal de primer
orden
, U 1 u -1
U ——=—SUt—=—.
x  x? x  x?

El factor integrante de esta ecuacion es

Tdt
p(x) = exp (/ ?) =@ = g,

Multiplicando por © ambos miembros de la ecuacion se obtiene

d 1 dx —In(z) + C —x
&ty = —= S e 7 N S
dx[ux] — = ur . nz)+C=u . =y () 1O

!'Soluciones propuestas por los profesores Lourdes Herndndez y Adridn José Naranjo.
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Ad(b) La solucién general de la ecuacion homogénea asociada es y, = (¢1 +cox)e”, con ¢y, ¢o € C,
pues el polinomio caracteristico es p(m) = m* — 2m + 1 = (m — 1)2. El conjunto {e”, ze*} es un
sistema fundamental de soluciones. Su wronskiano es

xe®

2 2z
et er + xe”

=% 4 pe? — pe® =¢

Utilizandoel método de variacion de pardmetros, la solucién particular de la ecuacién es

. [ tel e . [Tee
Yp = —€ / Wdt + xe / Wdt

LT[
= —€ — xre -

t 12
= —¢"In(z) — — = —¢” (In(z) + 1)

Asi, la solucién general de la ecuacién dada es
y=1uyn+y,=e€"(c1+cox—In(z) — 1) =e*(c] + cax — In(z)),

donde ¢j,co € Cyc) =¢; — 1. <

La ecuacién diferencial
dz + (cot(By) + In(y)e™" esc(y))dy = 0

posee un factor integrante u(x,y) = e” sen(fy), donde 5 € R.

(a) [6 puntos] Determine el valor del pardmetro j3.

(b) [10 puntos] Resuelva la ecuacion.

Soluciéon. Ad(a) Multiplicando por el factor integrante obtenemos

e’ sen(py)dz + (e* cot(y) + In(y) csc(y)) sen(By)dy = 0.
Por definicion, esta ecuacion es exacta, por lo que

0 0

a—y[ex sen(By)] = 5-[(e” cot(By) + In(y) ese(y)) sen(By)],

es decir

Be® cos(By) = e” cot(By) sen(By) < Be” cos(By) = e” cos(By) < f = 1.

Ad(b) Hay que resolver la ecuacion exacta
e’ sen(y)dz + (e* cos(y) + In(y))dy = 0.

Sea F' una funcién potencial de la ecuacion, entonces

F.(z,y) = e®sen(y) = F(z,y) = /e”” sen(yoz) = e sen(y) + f(y).

2
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Derivando F' parcialmente con respecto a y e igualando con /Ny llegamos a que

e’ cos(y) + f'(x) = € cos(y) + In(y) = f(y) = /1H(y)dy =yln(y) —y+C.
Por ende la solucion general de la ecuacion es e” sen(y) + yIn(y) —y = ¢,conc € R. <

[12 puntos] Determine la solucién general de la ecuacidn diferencial

dy 2019 . 2019y
— =e"(1 _
= e*(1+ z) + o

2019

Y= e®(1 + )%, que es una ecuacién lineal con
T

Solucion. La ecuacion equivale a y' —

factor integrante

() = exp </m —@dt) = exp (—2019 /m i) =exp [In ((1 +2)7")] = (142)7>".

t+1

Multiplicando ambos miembros de la ecuacion se llega a
[y(l _i_x)—zow]/ = (1 + 2)2019(1 4 )20 = 7

de donde
y(1 +x)72019 — /exdx e+ (0 = y = (1 +$)2019(6x + C) — €z<1 +JI)2019 + C(l +x>2019
es la solucién general de la ecuacion. <

Considere la ecuacion diferencial 2%y” — 22y’ + (22 + 2)y = 0 en RT = (0, +00).
(a) [6 puntos] Muestre que ¢(x) = zsen(x) es una solucién particular de la ecuacion.
(b) [10 puntos] Halle su solucién general.
Solucion. Ad(a) Vea que
¢'(x) = sen(z) + z cos(x) = ¢"(x) = cos(x) + cos(z) — zsen(x) = 2 cos(x) — xsen(x).
Si(z,y,y,y") = 2%y" — 2zy’ + (22 + 2)y entonces poniendo y = ¢(x) obtenemos

Uz, y, Y, y") = (2 cos(z) — xsen(z)) — 2x(sen(z) + x cos(x)) + (2* + 2)x sen(z)
= 22% cos(z) — 2 sen(z) — 2z sen(x) — 222 cos(z) + 2 sen(x) + 22 sen(z)

=0

Se concluye y = x sen(x) es una solucién de la ecuacion.
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Ad(b) Para determinar la solucién general de la ecuacién, es necesario hallar una solucién y, de
la ecuacién que sea linealmente independiente a y; = ¢(x); para esto invocaremos la férmula de

Abel: .
yo(z) = y1(x) / = <_ J mdt> dx = zsen(x) / xp (" %) dx.

[y1 (2)]? x? sen?(r)

Como exp (— [* Z3dt) =exp (2 [“ L) = (@) = 22 entonces

2
xr 2
x) = | —————dxr =xsen(x) [ csc”(x)dxr = xsen(x)(—cot(zx) + C') = —x cos(x
o) = [ o (@) [ @) (@)(~ cot(z) + C) (@)
tomando la constante de integraciéon C' = 0. Se concluye {zsen(z), —xz cos(x)} es un sistema
fundamental de soluciones (i.e. una base para el espacio vectorial de soluciones de la ecuacién) y
por lo tanto la solucién general de la ecuacion es y = cyzsen(z) + cox cos(z), con ¢y, co € C. <

Para la ecuacion diferencial 4zy” + 2y’ +y = 0:

(a) [4 puntos] Muestre que x = 0 es un punto singular regular de la ecuacidn.

(b) [3 puntos] Verifique que las raices de la ecuacion indicial de la ecuacién diferencial son
r=0yr= %
(c) [14 puntos] Determine, haciendo uso del método apropiado, los primeros cinco términos
no nulos de la solucion particular asociada a la raiz indicial menor.
Solucién. Ad(a) La ecuacién equivale a 3y + % + 2L = 0. Las funciones p(z) := 5=y ¢(z) ==
no son (real-)analiticas en x = 0, pues las funciones ni siquiera estdn definidas en dicho punto. Por
ende = 0 es un punto singular. Pero como funciones P(z) := zp(z) = 1 y Q(z) := 2?q(z) = %
si son (real-)analiticas en = = 0, por lo que 2 = 0 es un punto singular regular de la ecuacion.
1 1 T
Ad(b) En este caso pg := h’n% op(z) = lim = = ~ y qo := lim 2%q(x) = lim =~ = 0, por lo que la
T—r

. . o C . xﬁOZ 2 x—0 x%O4
ecuacion indicial de la ecuacion diferencial es

1
r(r—1)+por+q0:()(:)r2—r+g:O(:H“(r—§) =0,

cuyas soluciones sonry =0y ry = %
Ad(c) Comory—1r) = % ¢ 7Z entonces el Teorema de Frobenius garantiza que existen dos soluciones
analiticas linealmente independientes de la ecuacion diferencial dadas por

Zana:””l A yo(z Zb "2,

Como la raiz indicial menor corresponde a 7 = 0, hallaremos tnicamente y; .

[e.o] o0

Siyi(z) = Z A"t = Z a,x" entonces
n=0 n=0
0 [eS)
:Znaniﬁ =y (x Znn—lanx -2,
n=1 n=2



Sustituyendo en la ecuacié diferencial:

i 4n(n — Daz™ " + i 2na, "1 + i apx”™ = 0.
n=2 n=1 n=0

Ajusnatndo indices:

Z dn(n+ 1)ap12™ + Z 2(n+ Day12"™ + Z apxz” =0

n=1 n=0 n=0
i.e. - - -
Z4n(n + Day2"™ + Z 2(n + 1)ap1z™ + Z a,z" = 0.
n=0 n=0 n=0
Por lo que
> An(n+ Dane +2(n+ Dany + ag)z" =06 Y [(n+ 1)(4n + 2)ans + a,)a™ =0,
n=0 n=0

de donde se obtiene la formula recursiva

_an

n = ,V N.
= T @2y

Calculando los primeros cinco coeficientes:

—Q ag Qo

=56 1.6 24

. —az —ap Qg
3-10 3-10-24 720’
__ —as ) Qo
4.14  4-144-720 40320

as

(2]

Se concluye que

yl(l') = Z anx” = a9+ a1xr + a2x2 + CL3I3 + CL4LE‘4 + -

n=0

1 X + £L‘2 1'3 + ZE4
= Q R R — —_— e e .
0 2 "24 720 ' 40320



