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I EXAMEN PARCIAL (PRIMERA CONVOCATORIA) [SOLUCIONARIO!]
PRIMERA PARTE: ECUACIONES DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN

1-) Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales de primer orden.

(a) xj—z —y =z +y (b) 2'(t) = x(t) cot(t) + [I@]S

Solucion. Ad(a): La ecuacion xy’ = /y? + x2 + y es homogénea, pues

ViyE+a?+ 24 g2 2
vy = x2+y2+y@y’=¥=\/y7+%= <%> +1+%.

Haciendo el cambio v = y/x se obtiene la ecuacién

,Ul

v2+1

1
T J
de donde p
v
——— =In|z| + C & arcsenh(v) = In|z| + C.
| = =kl (v) =Ina
Volviendo a la variable original se obtiene que la solucion general de la ecuacion es
arcsenh (E) =lnlz|+C, CeR
x

Ad(b): La ecuacion equivale a 2/ — xcot(t) = x®csc(t), que es una ecuacién de Bernoulli con
n = 3. Haciendo el cambio de variable v = x'72 = 272 llegamos a la ecuacién

—1
71/ —ucot(t) = csc(t) & u' + 2cot(t)u = —2 csc(t),

que es una ecuacion lineal de primer orden con factor integrante

p(t) = exp (—2 /t cot(s)ds) = exp (2In(sen(t))) = sen’(t).
Multiplicando ambos miembros de la ecuacion por ;. obtenemos
(usen®(t)) = —2sen(z) = ucsc*(t) = —2/sen(t)dt =2cos(t)+C, C e R.
Asi,
u(t) = cos(t) csc®(t) + C csc?()t = csc(t) cot(t) + C csc?(x).

Volviendo a la variable original se concluye que la solucién general de la ecuacion es
1

[2(t)]?
donde C € R. |

= csc(t) cot(t) + C csc?(z),

I'Soluciones propuestas por los profesores Adridn Naranjo y Lourdes Herndndez.
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2-) Considere la ecuacién diferencial
(y — xy*In(x)) dv + x dy = 0.

(a) Si un factor integrante es de la forma p(x,y) = h(x)y", determine explicitamente el criterio
de la funcién h y el valor del pardmetro n € Z.

(b) Halle la solucién general de la ecuacion.

Solucion. Solucién 1: Ad(a): Como u(x,y) = h(x)y™ es un factor integrante, multiplicando la
ecuacion por y obtenemos

(h(z)y™™" — zh(z)y" " In(x))dz + zh(z)y "ty = 0.

Por definicion de factor integrante, la ecuacion es exacta, por lo que se debe cumplir la igualdad

0

2 )y~ ah(a)y™ 7)) = 5~ oh()

- Oz
= (n+Dh()y" — (n+ 2)zh(z) n(z)y" " = y" [} (z)z + h(z)]
= nh(z)y" — (n+ 2)zh(z) In(x)y" T = 2y"H (2).

Poniendo n = —2 obtenemos que

“2h(a) = () o= T = 2 (M g [ -

Por ende que u(z,y) = (xy) 2.

Ad(b): La ecuacion

M(z,y) N(z,y)

es exacta. Sea F' = F'(x, y) una funcién potencial de la ecuacion. Por definicién F, = My ), = N,
por lo que

Ahora, derivando parcialmente /' con respecto a [ e igualdndola a M llegamos a que

1 , 1 In(x) , In(x) /m In(t) In*(z)
@) = = T = () = = e = [(@) t )
) g . -1 In*(x) g >
Asi, nuestra la funcion potencial es F'(z,y) = — — ——— y por ende la solucién de la ecuacién
x
es 2(0) Y
-1 In"(x 2
- =C&y=— ,
zy 2 Y zn*(z) + Cx
conC' € R.



3-)

Solucién 2: Ad(a): Al expresar la ecuacion es su forma estandar obtenemos

d 2In(x) — d
dy oy @) =y Yy e WY
dx T T T

T = In(z)y?,

que es una ecuacién de Bernoulli con n = 2. Haciendo el cambio de variable u = y'=2 = y 7! la
ecuacion se convierte en la ecuacion lineal

, U ,u
— Z =1 —y — = =_1
u + n(zx) U n(zx)

cdi n(1/z) _ 1
,u(x)—exp( / t)—e =

Por ende h(x) :== a2 'yn =0.

Ad(b): Multiplicando la ecuacion por x llegamos a que

cuyo factor integrante es

In*()

In(x) u In(x) In*(z)
'=— ——-=— | —Fdr=—F7—+(C = = — Cx.
(u/x) . . / i 5 + u(z) r—, +Cx
Y por ende la solucién general de la ecuaciénes y = ——————,con C € R. <
zln*(z) + Cx
Considere el problema de Cauchy
y'o= V1= (Y)?
y/(O) - _]-7
y(0) = 0.
Halle la solucién del problema realizando el cambio de variable p = ¢/'.
Solucion. Haciendo el cambio de variable i/ = p obtenemos la ecuacién
Y zlﬁ/L :/dx:$+c<:>arcsen(p) =r+cep=y =sen(z+c).
V1—p? V1—=p?
Utilizando la primera condicién inicial llegamos a que —1 = sen(c) = ¢ = arcsen(—1) = —g.
Por lo tanto
Y= /sen (x— g) dx = —sen(x) + k,
y utilizando la segunda condicién llegamos a que 0 = —sen(0) + k£ = k = 0; la solucién del
problema de Cauchy es y = — sen(x). <



SEGUNDA PARTE: ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES DE ORDEN SUPERIOR
4-) Considere la ecuacion diferencial homogénea de segundo orden
2" (t) — 2/ (t) + e*x(t) = 0.

Verifique que z1(t) = sen(e’) es una solucién particular de la ecuacién. En seguida, determine su
solucion general.

Solucion. Primeramente vea que
7' (t) = cos(e')e! = 2/(t) = —sen(e')e? 4 cos(e')e! = —e*x(t) + e’ cos(t).
Sustituyendo en la ecuacion diferencial se obtiene que
—ex(t) + e’ cos(t) — cos(t)e’ + e*x(t) = 0.

Ahora bien, para encontrar otra solucion xs = x(t) linealmente independiente a x; utilizamos la
formula de Abel:

Pexp (— [ —dt)
sen?(t)

25(t) = sen(e") /
— sen(e) / et esc(e!)dt = sen(e!) / " se?(s)ds

= —sen(e") cot(e") = — cos(e'),
donde se utiliz6 el cambio de variable s = €. Por ende, la solucién general de la ecuacion es
y = cysen(e’) + ¢y cos(el),

concy,co € R, |

5-) Considere el operador diferencial L dado por
L= D(D—1)(D*+4)(D +3)%

(a) Resuelva la ecuacion Ly = 0.

(b) Halle la forma de la solucién particular de la ecuacién diferencial inhomogénea
Ly = ze® + cos?(x) — sen?(z)

empleando anuladores diferenciales.

Solucion. Ad(a): El polinomio caracteristico de la ecuacion Ly = 0 es

p(m) = m(m — 1)(m? + 4)(m + 3)?,



6-)

por lo que la ecuacién polinomial posee seis soluciones. m = 0, m =1, m = 2y m = —3. La
raiz m = —3 es de multiplicidad 2, por lo que la solucién de la ecuaciéon homogénea es

yn = C1 + Che” + (C3 + Cyx)e " + Cy cos(2x) + Cg sen(21),
con Cl, 02, 03, 04, 05, Cs € C.

Ad(b): Primeramente note que cos?(x) — sen?(x) = cos(2z). Un anulador de la funcién x — ze®
es H, = (D — 1)? y un anulador de la funcién x — cos(2x) es Hy = (D? + 4). Por ende

H=H Hy, = (D —1)>2*D*+4)

es un anulador para el miembro izquierdo de la ecuacién. Resolviendo la ecuacion Hy = 0 (y te-
niendo en cuenta la multiplicidad del polinomio caracteristico de la ecuaciéon homogénea asociada)
obtenemos que y, es de la forma

= (A + Bx)xe® 4+ Cx cos(2z) + Dz sen(2z),
con A, B,C,D e C. <

Sea x > 0. Resuelva la ecuacién diferencial

2*y" = zy' + sen (In (Vz))
utilizando el método de variacién de pardmetros.
[Sugerencia: La igualdad

sen <¥> 2 [4 sen <#> + cos (#)}
/—d — +C, conC € R,

3 v 1722

puede ser de utilidad.]

Solucién. La ecuacion equivale a z%y” — 2y’ = sen (In (1/)). Vamos a resolver la ecuacién ho-
mogénea asociada y luego emplearemos el método de variacion de pardmetros para determinar la
solucion (general) de la ecuacion.

La ecuacién homogénea asociada z%y” — xy’ = 0 es una ecuacién de Cauchy-Euler con polinomio
caracteristico p(A) = A2 — 2\ = A\(\ — 2), cuyas raices son A = 0y A\ = 2. Como ambas raices

son simples entonces la solucion es y;, = ¢, + cox?.

Ahora bien, un sistema de soluciones fundamentales de la ecuacién es {1, 2%}. Calculando el wrons-
kiano de estas dos funciones linealmente independientes obtenemos que

1 22

0 2l = = 2.

W(1,2?) = ‘

En este caso f(t) = sen (In (v/t)) /t%, por lo que aplicando el método de variacién de pardmetros
obtenemos que

Yp = — ﬁsen(l (\/_>>dt+x /det

2t3 3

__/ sen(ln \/f dt / sen ln )dt



La primera integral se calcula haciendo el cambio de variable u = log (1/z) = du—:

2z
/ ’ M _ / " sen(u)du = — cos(u)  — cos (In (v/7)) |
y la segunda integral es igual a
[l _ [tsen (%52) + cos (%))
3 1722 ’

por la sugerencia. Por ende

2% |4sen (12)) 4 cos ()
yp = cos (In (v/7)) — [4 ( 2 >+ ( 2 )}

1722

y por lo tanto la solucién general es

x? [4 sen (#) + cos (mgx))]

Y=YnTYp =01 + cox? + cos (ln (\/E)) -

con ¢y, ¢y € C.



