Universidad de Costa Rica MA1005 Ecuaciones Diferenciales para Ingenieria
Escuela de Matematica 5 de mayo de 2018 (I-2018)

Tiempo: 3 horas Puntaje Total: 100pts
PRIMER EXAMEN PARCIAL (SOLUCI()N)

Instrucciones: Este es un examen de desarrollo, todos los procedimientos que justifiquen su respuesta
deben aparecer en el cuaderno de examen. No se permiten hojas sueltas durante el examen, ni el inter-
cambio de instrumentos o materiales (incluyendo calculadora). No se permite el uso calculadoras
programables ni celulares.

1. Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales:

(a) [15 pts.] v/ = y*cos(z) + y tan(z)
SOLUCION: Ecuacién diferencial de Bernoull.

y — ytan(z) = cos(x)y*

y~*y —ytan(z) = cos(x)

Tomamos la sustitucién u =y~ y v’ = —3y~*y entonces:

_gl — utan(z) = cos(x)

La ecuacién diferencial se convierte en una ecuacion diferencial lineal.
u' + 3utan(z) = —3cos(z)

Se calcula el factor integrante:

pu(x) = 3 e _ e~3nleos@l — gocd (1)

/ (sec’(x) 'u)/ = —3/sec2(a:)da:
sec®(z) - u = —3tan(z) + C

y~% = —3sin(x) cos?(x) + C cos®(x)



(b) [15 pts.] 223y = y(22* — y?)
SOLUCION:
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Tomando la sustituciéon v = 2 —y=vzx —y =v+ 0
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2. Dada la siguiente ecuacion diferencial:

/

_ y(2zy + 1)
x(zy — 1)

(a) [10 pts.] Demuestre que el cambio de variable v = zy hace que la ecuacién diferencial sea

separable.

SOLUCION:

Ecuacion diferencial separable.

(b) [10 pts.] Resuelva la ecuacién diferencial.

SOLUCION:
/ (v—1)dv dx
V2 - T
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/—dv—/—zdv:3ln|x|+0
v v
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Injv|+v ' =3n|z|+C

In|zy| + (vy)' =3In|z| + C

3. Dada la ecuacion diferencial:

2*(In’ z)y” — 2z(Inx)y + (Inz +2)y =0

(a) [5 pts.] Muestre que y; = Inx es una solucién de la ecuacién diferencial.

SOLUCION:
Siy; = Inz, entonces yj = < yi = —=.
o 2@ (-1 ) — 2a(n(@) & + (n(z) + 2z =0
roUn 2 r\n{r . n(x nr =
~— \7/ Y1
yy Y

& —In*(z) — 2In(z) 4+ In®*(z) + 2In(x) = 0

& 0=0

(b) [10 pts.] Encuentre la solucién general de la ecuacién diferencial.
SOLUCION:
Usando Abel:

—2z(In(z)) d

eif z2 In2 ()
Y2 :ln($)/—dx

In®(z)
ezf ﬁ(z)dm
Yo = ln(as)/wdfv
61n(1n2(:p))
?ﬁzln(az)/mdx:/dx:x
Yo = zIn(x)

La solucién general es: y = Aln(x) + Bz In(x)



4. [20 pts.] Resuelva la ecuacién diferencial:

"+ L sec (:C> + csc (x) en <z <
T = il - T
vy 2 2)"

SOLUCION:

Primero se busca la soluciéon de la homogénea complementaria:

1
y//+_

7Y =0

Tomando el tipo de solucién y = €' tenemos la ecuaciéon caracteristica:

r2+1—0 r—:l:li
4 )

Ye —Acos<2> + Bsin <;C>

La solucion general esta dada por y = A cos (%) + Bsin (%) + 1,. Para buscar 1, usamos el método
de variacion de parametros.

(s (5)50 (5)) = | Ty demih =30 (5) 3o (5) =3

s i (3) (o §) o () e 3)) -
Ay :2/008 (%) (sec (g) +csc(2>) dz =20+ 41n (sin (%))

= Ay(®)y1 + A2(7)yo

= oo () ~30) o (5) + e 2 i ())) o 3))

—~ —~ ~

Ay () M Ao(z) e

= cos (£) n (cos (£)) ~ 2 cos (£) + 20sin (£) + 4sin () m (sin (2))




Y="Yc+Yp

= Acos (£ n (2) racon (E) n (cos (2)) 2 cos (£) 2 (2) 5n (2) 1 (50 (2)

5. Dada la ecuacion diferencial:
(3x+2y+y2)dx+ (:E+4xy+5y2) dy =10
(a) [10pts.] Encuentre un factor integrante de la forma n = n(z + y?).
SOLUCION:

n(z +y*)(3z + 2y + y*)dz + n(z + y*) (z + 4zy + 5y*)dy = 0

oM
=n(z+y°)(2+2y) + 7' (z + y*) (6zy + 4y° + 2¢°)

oy
aN 2 / 2 2
a—xzn(aﬂry)(1+4y)+n(x+y)(w+4xy+5y)

n'(z+y*)(z+9y*) 2y — 1) =nla+y*)(2y — 1)

Tome u = x + y?, entonces:
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n(u) =u, nl@+y’)=v+y*
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(b) [10pts.] Resuelva la ecuacién diferencial.
SOLUCION:

La nueva ecuacion diferencial:

(32 4 2y + xy® + 3xy® + 2y° + yh)dx + (2% + 42y + Sxy? + 2y + 4ay® + 5yt)dy =0

Verificamos que la ecuacion diferencial es exacta.



oM
S = 27 + 8xy + 6y* + 4y
Y

ON
—— =2z + Szy + 617 + 4y°
ox

Luego buscamos una funcién U tal que U = (' sea una solucién general de la ecuacion diferencial.

ou
97 32% + 2xy 4+ xy? + 3xy® + 2% +
x

U= /(3:1:2 + 22y + xy® + 3xy? + 2 + yHox + f(y)

3 2 1‘292 3 99 3 4
U=a®+a’y+ ==+ 50%y" + 229" + 2y’ + f(y)
aU_ 2 2 2 2 3 /
3y =z’ 4 2%y + 32’y + 6xy” + dzy’ + f'(y)

2% + 22y + 32%y + 6xy? + day® + f(y) = 2 + 42’y + 62y + 4ay® + 5yt

f'ly)=5y" = fly) =y
2,2

3 .

il 22y 4 2y + wyt + )
~—

U: 3 2
z°+ Yy + 7 5
fy)

U=C



